Harjutused 2.

Regulaarsed avaldised.

Meeldetuletus.

Regulaarset avaldist (kasutan edaspidi sageli tekstis RA) vdib endale ette kujutada
nagu avaldist, mis kirjeldab meile vaadeldava regulaarse keele sonade iildist kuju.
Regulaarses avaldises voivad sisalduda koik tdhed meie keele tdhestikust ja ‘tehted’
(mdtle analoogiale matemaatiliste tehetega aritmeetilises avaldises). Teheteks

regulaarses avaldises on:

konkatenatsioon ehk jérjest kirjutamine nt. aab
ithend (tdhistatakse tavaliselt +) nt. a(a+b)
Kleene’e sulund * nt. a*bb

e tidhendus: avaldise osa, mille kohta * kiib, vdib esineda suvaline arv kordi
jarjest (0 voi enam). Nt a* tdhendab seega igasuguse pikkusega jirjendit, mis
koosneb a-dest (sealhulgas ka jéarjendit pikkusega 0 ehk tiihja sona). Seega
a*bb kirjeldab sellist 10pmatut sGnade hulka (keelt) {bb, abb, aabb, aaabb,
aaaabb, ...}

e Kasutan harjutustunnis ka nn.Kleene’e plussi (mérgitakse ') — see tihendab, et
vastavat avaldise osa vdib esineda UKS vdi enam korda jérjest (sisuliselt on
vilja jietud tithi sdna). Nt a " bb kirjeldab 15pmatut sdnade hulka (keelt) {abb,
aabb, aaabb, aaaabb, ...}

e Kasutan ka 2*: kui X tdhistab meie keele tdhestikku, siis Z* on koik
voimalikud sonad selles tdhestikus. See on tegelikult liihend - kui nt tédhestik

¥={a,b,c}, siis 2* = (a+b+c)* .
Oluline on aru saada sulgude kasutamisest:
a(a+tb)a ja aa+ba

Mbdlemad avaldised kirjeldavad keelt, mis koosneb kahest sonast. Esimeses on kaks

3tdhelist sOna: esimene tdht on a, teine tédht on kas a v4i b ja kolmas téht on a. Teine



avaldis iitleb, et meie keelde kuuluv sona on kas aa voi ba, ehk siis need kaks sona

ongi kogu meie keel.

a*+b*ja (a+b)*

a*+b* tihendab, et iga meie keelde kuuluv sona koosneb kas suvalisest arvust a-dest
vOi suvalisest arvust b-dest (aga need ei esine ldbisegi). Nt kuuluvad keelde ¢, a, aq,
aaaaaa, b, bbb, bbbbbbbb jne, aga mitte iihtegi sona, kus leiduks nii a-sid kui b-sid.
(a+b)* tihendab, iga meie keelde kuuluv sdna koosneb suvalisest arvust suvalises
jérjekorras olevatest a-dest ja b-dest. Miks? Sest * iitleb, et sobivad igasuguse
pikkusega sdnad, ja (a+b) iitleb, et igale kohale jarjendis voime valida kas a voi b.
Seega kuuluvad keelde g a, aa, aaaaaa, b, bbb, bbbbbbbb, aga ka ab, abb, bba,
bbbbbba, aaaabba, bbababababababa jne ehk siis tegelikult koik sonad, mida saab a-
de ja b-de abil kirja panna.

Viimane mérkus. Sama keelt vaib sageli kirjeldada mitme erineva RA-ga, seega vdib

juhtuda, et digeid vastuseid on mitu.

Ulesanded.

Esiteks vaatame mdningaid samu keeli, millele eelmises tunnis tegime
LDAGJ. Tasub tdhele panna vastavaid lahendusi.

1. Olgu X = {a,b}. Leida RA, mis vastab keelele

1.1. L = {w| w sisaldab vdhemalt 2 a-d}

Lahendus: kui sona peab sisaldama vihemalt 2 a-d, siis motleme, mis v4ib seal sdnas
lisaks neile veel olla.

Esimese a ees voib olla mingi arv(ka 0) b-sid, b*

esimese ja teise a vahel voib olla mingi arv(ka 0) b-sid, b*

ja kui me oleme sona vasakult paremale lugedes dra ndinud, et meie sonas on
toepoolest 2 a-d, siis teame juba, et see sdna sobib meile, likskdik kui palju ja millises
jéarjekorras a-sid ja b-sid seal veel tuleb x*

Oluline on see, et me tdepoolest need kaks a-d leiame. Seega, kokku

b*ab*aX*

Mirkus. Tegelikult sobib ka avaldis Z*aX*aX*. Mdelge ise, mis on nende kahe vahe.



1.2. L = {w| w sisaldab tipselt 2 a-d}

Lahendus: sama nagu eelmises, ainult et niitid on olukord selline, niipea kui oleme
leidnud sonas 2 a-d, ei tohi neid enam rohkem olla. Seega

b*ab*ab*

1.3. L = {w| w sisaldab tilimalt 2 a-d}

Lahendus: ‘iilimalt 2” tdhendab 0,1 v&i 2°, seega

b*+b*ab*+b*ab*ab*

1.4. L = {w| w sisaldab paarisarvu a-sid}

Lahendus: meil on vaja RA, kus a-d on kahekaupa. Seejuures ei pea need jirjest
olema, nende vahel (ja jdrel) voib olla mingi hulk b-sid. (ab*ab*)

Ja et saada koikvoimalikke paarisarve, lubame selliseid sdnaosi, kus on 2 a-d, jérjest

kirjutada kuitahes palju arv kordi. (ab*ab*)*
Lisaks voib selliste sdonade alguses olla suvaline arv b-sid b*

Seega kokku

b*(ab*ab*)*

1.5. L = {w] igale a-le jargneb tépselt 1 vo1 2 b-d}

Lahendus: sonaosad, kus igale a-le jargneb tipselt 1 voi 2 b-d (ab+abb)

Neid lubame korrata kuitahes palju kordi jirjest (ab+abb)*
Lisaks v0ib sdna alguses, enne kui tuleb esimene a, olla b-sid b*

Seega kokku

b*(ab+abb)*

1.6. L = {w| w algab a-ga ja sisaldab vdhemalt 1 b-d}

Lahendus: sona alguses on a, mis juhtub edasi? Oluline on, et mingil hetkel peab
tulema tiks b. Esimese a ja esimese b vahel voib olla veel mingi hulk a-sid, aga niipea,
kui tuleb b, vdib edasi sdna 16pus olla likskdik mis, ehk siis kokku

a br*

1.7. L = {w| w ei sisalda alamsdna ‘ab’}

Vastus: b*a* - see holmab endas ka koik sonad, mis koosnevad ainult a-dest, ja koik
sOnad, mis koosnevad ainult b-dest.

1.8. L = {w| w ei sisalda alamsdna ‘ab’ ega ‘ba’}

Vastus: a*+b*



NB. Nagu ikka, on vigu vdimalik teha siin kahel viisil. Saab leida
- avaldise, mis kirjeldab kiill digeid sonu, aga mitte kdiki digeid sonu (s.t. osad
oiged sonad ei mahu avaldise alla)
- avaldise, mis kirjeldab kiill digeid sonu, aga lisaks ka midagi rohkemat (s.t.
sonu, mis ei kuulu tegelikult keelde).
Sellepidrast soovitan enesekontrolliks teha konkreetsete ndidetega proovi, kas ikka

keel ja avaldis sobivad omavahel.

2. Kas kehtivad vordused ja miks (2= {a,b}):
+
>*abz* =b*a bx*
+

>*abz* = b*ab T*
Lahendus. Esimene vordus kehtib. Vasak pool vordusest {itleb lihtsalt , et sonas kuskil
leidub alamsona ab, parem pool vordusest aga ‘otsib iiles esimese koha, kus leidub
alamsona ab’, piiramata seejuures muudmoodi sdnade iildkuju.
Teine vordus ei kehti. Vasak pool on sama mis esimesel vordusel. Parem pool nagu
otsiks ka iiles esimese koha, kus leidub alamsona ab, aga seejuures on sonad nii

kirjeldatud, et esimene a peab olema kindlasti iiksik a. Nt sdna ‘baab’ kuulub vorduse

vasakusse poolde, aga mitte vorduse paremasse poolde.

3. Leia LMA, mis vastavad regulaarsetele avaldistele (X = {0,1})

3.1. 1%(001%)*
Reeglina vastab * mingile tsiiklile v3i silmusele ja mingeid konkreetseid sdnaosi

saab fikseerida uutesse seisunditesse minekuga. Seega



3.2.0%1%0"

Lahendus: kui sonas leidub iihtesid, saame valida alumise tee, kui ainult nullid, siis

iilemise tee. Lithim s6na, mis kuulub keelde: 0
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Mirkus. Proovi leida sama keelt aktsepteeriv teistsugune 10plik automaat.

NB. Alati tasub kontrollida, kas avaldis ja automaat ikka vastavad tliksteisele. Selleks
tasub valida erinevaid sdnu, mida RA esindab, ja vaadata, kas need tdepoolest viivad
automaadi algseisundist Ioppseisundisse. Ja teisipidi, proovida jirele erinevaid teid
automaadi algseisundist lIo0ppseisundisse ja kontrollida, kas need on ikka hdlmatud

RAga.



4. Leia 1oplikele automaatidele vastavad regulaaravaldised.

4.1.

a

o
o
o

Lahendus: Pohimdtteliselt on meil vaja kirjeldada dra koik teed algseisundist
16ppseisundisse. Kui jduame kollasesse tippu, on meil 2 voimalust: litkuda modda
tsiiklit baa, vdi minna edasi rohelisse tippu.

Seega, selle hetkeni, kui liigume rohelisse tippu, on meie teed kirjeldav RA
a(baa)*a (vOi samavédrselt (aba)*aa.)

Rohelisest tipust edasi viib kaks teed, aa*=a ja bb*=b". Seega kokku saame

a(baa)*a(a'+b").

4.1. a.b

_>: a bb : a

Lahendus.Selle automaadi puhul on sdlmkohaks roheline tipp. Nimelt algab sealt 2

tstiklit, a ja bb, mis voivad esineda suvaline arv kordi ja ka vaheldumisi. Nende
tstiklite 1dbimist kirjeldab RA (a+bb)*. Kui tskiiklitega on 1dpetatud, liigutakse edasi
ba ja siis juba, olles sinises tipus, iikskdik kuidas a-de ja b-dega. Seega kokku

a(atbb)*baX*



